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Povzetek
Kompleksna dinamika je podro£je matematike, ki se ukvarja z dinami£nimi sistemi,
deﬁniranimi z iteracijami kompleksnih preslikav. V tem diplomskem delu se osredo-
to£imo na kompleksne preslikave s polinomsko dinamiko in izrek o izravnavi. Deﬁ-
nirali bomo razred preslikav, ki se na neki podmnoºici svoje domene obna²ajo kot
polinomska preslikava. Z uporabo kvazikonformnih preslikav bomo dokazali izrek o
izravnavi, ki pove, da imajo take preslikave enake dinami£ne lastnosti kot polinomi.
Complex mappings with polynomial dynamics
Abstract
Complex dynamics is the study of dynamical systems deﬁned by iterations of com-
plex mappings. We focus on complex mappings with polynomial dynamics in this
diploma. We will deﬁne a class of mappings, which behave like a polynomial ma-
pping on some subset of their domain. Using quasiconformal mappings we will
prove the straightening theorem, which states that these mappings have the same
dynamical properties as polynomials.
Math. Subj. Class. (2010): 37F10, 37F30, 37F45
Klju£ne besede: negibna to£ka, Juliajeva mnoºica, Fatoujeva mnoºica, kvazi-
konformna preslikava, dilatacija, Beltramijeva ena£ba, izrek o izravnavi, polinomu
podobna preslikava
Keywords: ﬁxed point, Julia set, Fatou set, quasiconformal mapping, dilatation,
Beltrami equation, straightening theorem, polynomial-like mapping
1. Uvod
Za£etki kompleksne dinamike segajo v konec 19. stoletja, ko je zanimanje za
Newtonovo iteracijsko metodo pripeljalo do odkritja privla£nih negibnih to£k. Ute-
meljitelja tega podro£ja analize v kompleksni ravnini sta bila matematika Fatou in
Julia, ki sta pri²la do novih odkritij na podro£ju okoli leta 1920. Ugotovila sta, da
je klju£ za obravnavo iteracij kompleksnih funkcij razlika med to£kami z "obi£aj-
nim obna²anjem" in to£kami z "divjim obna²anjem". Kljub njunim odkritjem pa
je zanimanje za to vejo matematike nato mo£no upadlo.
Ve£ desetletij kasneje, okoli leta 1980, je razvoj ra£unalnikov zopet vzbudil za-
nimanje za kompleksno dinamiko. Ustvariti slike mnoºic, ki jih je bilo predtem
nemogo£e ali zelo teºko predstaviti, za moderni ra£unalnik ni bil nikakr²en izziv.
S podporo ra£unalnika je pri²lo do odkritja znane Mandelbrotove mnoºice, kar je
botrovalo vnovi£nemu razmahu kompleksne dinamike. Leta 1985 sta matematika
Douady in Hubbard objavila revolucionaren £lanek z naslovom "On the dynamics of
polynomial-like mappings", oziroma v prevodu "O dinamiki polinomom podobnih
preslikav". V njem sta vpeljala pojem polinomu podobne preslikave in dokazala iz-
rek o izravnavi. Pri tem sta med prvimi uporabila teorijo kvazikonformnih preslikav,
ki so danes standardno orodje v kompleksni dinamiki.
2. Dinamika polinomov
Razdelek je povzet po [11], [9], [13] ter [10]. Za za£etek uvedimo nekaj osnovnih
oznak. Vse funkcije, ki jih bomo obravnavali v tem diplomskem delu, bodo komple-
ksne funkcije f : U −→ V , kjer bosta U in V podmnoºici kompleksne ravnine. V
nekaterih posebnih primerih bomo uporabili:
• S1r = {z ∈ C; |z| = r};
• ∆(0, r) = {z ∈ C; |z| < r};
• Ar,R = {z ∈ C; r ≤ |z| ≤ R}.
Kadar bo govora o enotski kroºnici in disku, bomo uporabili S1 oziroma ∆ ter
Ar = Ar,1 za R = 1 in r < 1. Poudarimo tudi, da bomo v tem delu uporabljali
pojem preslikava, kadar bomo ºeleli poudariti geometrijske lastnosti kompleksne
funkcije (npr. konformna preslikava, kvazikonformna preslikava, itd.).
Sedaj pri£nimo z deﬁnicijami osnovnih pojmov, ki jih potrebujemo za obravnavo
dinami£nih lastnosti kompleksnih funkcij.
Deﬁnicija 2.1. Za funkcijo f : U −→ U deﬁniramo n-to iteracijo funkcije f kot
fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f⏞ ⏟⏟ ⏞
n
.
Poudarimo, da je deﬁnicija dobra le kadar velja f(U) ⊆ U . Zanimalo nas bo, kako
se dolo£ene to£ke obna²ajo pri iteraciji. Zato vpeljimo slede£i pojem.
Deﬁnicija 2.2. Orbita to£ke w pri funkciji f : U −→ U je mnoºica to£k
{w, f(w), f 2(w), . . .}.
Opomba 2.3. Na orbito elementa w lahko gledamo kot na zaporedje (fn(w))n∈N0 .
Izkaºe se, da so za analizo dinami£nih lastnosti preslikave zelo pomembne to£ke,
katerih orbite tvorijo konstantno zaporedje. Tak²nim to£kam pravimo negibne to£ke.
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Deﬁnicija 2.4. Negibna to£ka funkcije f : U −→ U je to£ka w ∈ U , za katero velja
f(w) = w.
Trditev 2.5. e orbita to£ke u pri zvezni funkciji f : U −→ U konvergira proti to£ki
w, je w negibna to£ka te funkcije.
Dokaz. Po predpostavki imamo
w = lim
n→∞
fn(u).
Ker je f zvezna, velja
f( lim
n→∞
fn−1(u)) = f(w).
Posledi£no velja tudi
w = f(w).

Naj bo w negibna to£ka holomorfne funkcije f . Razvijmo f v Taylorjevo vrsto na
njeni okolici:
f(z) = f(w) + f ′(w)(z − w) + f ′′(w)(z − w)2 + . . . .
e se osredoto£imo le na prva dva £lena, opazimo, da velja
f(z)− f(w) = f ′(w)(z − w) + o(h);
kjer je h = z − w. Za ²tevila z, ki so zelo blizu w, je absolutna vrednost h majhna.
To pomeni, da je £len o(h2) v primerjavi z za£etkom razvoja zanemarljiv. e upo-
²tevamo ²e dejstvo, da je w negibna to£ka f , dobimo
|f(z)− w| ≈ |f ′(w)||z − w|.
Vidimo, da £len k := |f ′(w)| odlo£a o tem, ali bo f(z) bliºe w kot z ali ne. e je
k < 1, bo vsak naslednji element orbite bliºe w kot prej²nji element orbite. e pa
je k > 1, se bodo elementi orbite oddaljevali od w. To motivira naslednjo deﬁnicijo.
Deﬁnicija 2.6. Naj bo f : U −→ U holomorfna funkcija in w njena negibna to£ka.
Pravimo, da je negibna to£ka w:
• privla£na, £e velja |f ′(w)| < 1.
• odbojna, £e velja |f ′(w)| > 1.
• nevtralna, £e velja |f ′(w)| = 1.
Iz zgornjega razmisleka je razvidno, da za vsako privla£no negibno to£ko w obstaja
neka okolica U te to£ke, tako da za vsako to£ko z iz te okolice velja limn→∞ fn(z) =
w. Nadalje za vsako odbojno negibno to£ko w velja, da orbita vsake to£ke z, ki je
dovolj blizu w, po nekem £asu zapusti primerno izbrano okolico to£ke w. Nadaljujmo
z deﬁnicijo periodi£nih to£k.
Deﬁnicija 2.7. Naj bo f : U −→ U funkcija. Periodi£na to£ka funkcije f s periodo
p je to£ka w iz deﬁnicijskega obmo£ja f , za katero velja:
fp(w) = w,
kjer je p najmanj²e tak²no naravno ²tevilo.
5
Kot smo namignili ºe v uvodu, je mogo£e funkcije glede na njihove dinami£ne la-
stnosti razvrstiti v razli£ne razrede ter tudi opredeliti, kdaj imata dve funkciji enako
ali podobno dinamiko. Pri tem si pomagamo z ekvivalen£no relacijo konformne ko-
njugiranosti. Spomnimo se, da so konformne preslikave tiste preslikave, ki ohranjajo
kote in orientacijo. Karakterizira jih naslednja znana trditev.
Trditev 2.8. Naj bo U ⊆ C odprta mnoºica. Preslikava f : U −→ C je konformna,
£e zanjo velja, da:
• je holomorfna na U ;
• ima povsod na U neni£eln odvod.
Primer 2.9. f(z) = 1
z
je konformna preslikava na U = C \ {0}. Res; odvedljiva je
povsod na U in njen odvod f ′(z) = 1
z2
je povsod na U neni£eln. ♦
Primer 2.10. f(z) = ez je konformna preslikava na C. Odvedljiva je povsod, njen
odvod f ′(z) = ez pa je povsod na C neni£eln. ♦
Deﬁnicija 2.11. Imejmo f : U −→ U in g : U ′ −→ U ′. Funkciji f in g sta konformno
konjugirani, £e obstaja homeomorﬁzem ϕ : U −→ U ′, za katerega velja:
(1) ϕ je konformna preslikava;
(2) f = ϕ−1 ◦ g ◦ ϕ.
Opomba 2.12. Ker je preslikava ϕ homeomorﬁzem, lahko zgornjo ena£bo zapi²emo
tudi v obliki
ϕ ◦ f = g ◦ ϕ.
V tej obliki se ena£ba imenuje Schröderjeva ena£ba. To obliko formule uporabimo,
kadar ne ºelimo ra£unati eksplicitne formule za ϕ−1.
Trditev 2.13. Relacija konformne konjugiranosti je ekvivalen£na relacija na pro-
storu holomorfnih funkcij.
Dokaz. O£itno gre za dobro deﬁnirano relacijo. Opazimo, da je reﬂeksivna, saj lahko
izberemo kar ϕ = id. Podobno utemeljimo simetri£nost, £e namesto ϕ izberemo
inverz ϕ−1. Nazadnje preverimo ²e tranzitivnost. e je
f = ϕ ◦ g ◦ ϕ−1
in
g = ψ ◦ h ◦ ψ−1
sledi , da je
f = ϕ ◦ ψ ◦ h ◦ ψ−1 ◦ ϕ−1.
Ker je kompozitum dveh konformnih homeomorﬁzmov tudi konformni homeomor-
ﬁzem, je trditev dokazana. Ekvivalen£ne razrede te relacije torej tvorijo preslikave,
ki so druga drugi konformno konjugirane. 
Naj bosta f in g konformno konjugirani prek homeomorﬁzma ϕ. Potem velja
fn = ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 ◦ . . . ◦ ϕ ◦ g ◦ ϕ−1.
Ker je ϕ homeomorﬁzem, velja ϕ−1 ◦ ϕ = id. Sledi
fn = ϕ ◦ gn ◦ ϕ−1.
Torej sta fn in gn prav tako konformno konjugirani prek iste konformne preslikave.
Od tod sledi, da mnoge dinami£ne lastnosti, ki veljajo za f , veljajo tudi za celoten
ekvivalen£ni razred funkcije f glede na relacijo konformne konjugiranosti.
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Lema 2.14. Naj bosta funkciji f : U −→ U in g : U ′ −→ U ′ konformno konjugirani
prek homeomorﬁzma ϕ : U ′ → U . e je ϕ−1(w) negibna to£ka g, je w negibna to£ka
f . Negibni to£ki sta enakega tipa.
Dokaz. Po predpostavki imamo
f(z) = ϕ ◦ g ◦ ϕ−1(z).
V to ena£bo vstavimo w in upo²tevamo, da je ϕ−1(w) negibna to£ka g. Dobimo
f(w) = ϕ ◦ ϕ−1(w) = w.
Torej je w negibna to£ka f . Za dokaz enakosti tipa negibnih to£k si oglejmo odvod
f v to£ki w
f ′(w) = ϕ′(g(ϕ−1(w)))g′(ϕ−1(w))(ϕ−1)′(w) = ϕ′(ϕ−1(w))g′(ϕ−1(w))(ϕ−1)′(w).
Upo²tevajmo ²e enakost, ki jo dobimo z odvajanjem izraza ϕ(ϕ−1(z)) = z:
ϕ′(ϕ−1(z))(ϕ−1)′(z) = 1.
Ko to enakost vstavimo v izraz za f ′(w), dobimo
f ′(w) = g′(ϕ−1(w)),
kar smo ºeleli pokazati. 
Pri obravnavi dinamike polinomov nas bo pogosto zanimalo obna²anje to£k, ki so
zelo oddaljene od izhodi²£a. Pri tem si bomo pomagali z abstraktno to£ko∞. To je
to£ka, ki jo dodamo pri kompaktiﬁkaciji kompleksne ravnine z eno to£ko. Tako kom-
paktiﬁcirani mnoºici re£emo raz²irjena kompleksna ravnina ali Riemannova sfera,
saj je homeomorfna sferi, homeomorﬁzem med njima pa je podan s stereografsko
projekcijo. Ozna£imo jo s C ∪ {∞} ali ²e pogosteje s Ĉ. Na Riemannovi sferi je
dobro deﬁnirano tudi deljenje z 0 in ∞, saj v posplo²enem smislu velja
z
0
=∞;
za vsak z ∈ C \ {0}, ter
z
∞ = 0;
za vsak z ∈ C. Posledi£no lahko vsak nekonstanten polinom p raz²irimo do holo-
morfne funkcije Riemannove sfere nase tako, da deﬁniramo p(∞) =∞. To pomeni,
da za vsak C > 0 obstaja R > 0, da je |p(z)| > C za |z| > R.
Lema 2.15. Abstraktna to£ka ∞ je privla£na negibna to£ka vsakega nekonstantnega
polinoma.
Dokaz. Naj bosta p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . . + a1z + a0 in ϕ(z) = 1z , kjer velja
an ̸= 0, n ≥ 1. Oglejmo si funkcijo, ki je danemu polinomu konjugirana prek ϕ:
f = ϕ ◦ p ◦ ϕ−1.
Njen predpis je enak
f(z) =
1
anz−n + an−1z−(n−1) + . . .+ a0
.
e ta ulomek raz²irimo z zn ugotovimo, da je 0 negibna to£ka f , saj velja
f(z) =
zn
an + an−1z + . . .+ a0zn
.
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Nadalje velja
f ′(z) =
nzn−1(an + an−1z + . . .+ a0zn)− zn(an−1 + 2an−2z . . .+ (n− 1)a0zn−1)
(an + an−1z + . . .+ a0zn)2
.
O£itno je f ′(0) = 0. Torej je 0 privla£na negibna to£ka funkcije f , oziroma je ∞
privla£na negibna to£ka polinoma p. 
Trditev 2.16. Naj bo funkcija f : Ĉ → Ĉ holomorfna in naj velja f(∞) = ∞.
Potem je f polinom.
Dokaz. Deﬁnirajmo
g(z) =
1
f(1
z
)
.
O£itno velja
g(0) =
1
f(∞) = 0.
Torej lahko g zapi²emo v obliki
g(z) = zkh(z),
kjer je k ∈ N in h(0) ̸= 0. To porodi izraz
f
(︂1
z
)︂
=
1
zkh(z)
,
od koder sledi
f(z) =
zk
h(1
z
)
.
Ker velja h(0) ̸= 0 velja tudi 1
h( 1∞ )
̸=∞. Torej h(1
z
) ne raste prek vseh meja, ko gre
z →∞. To pomeni, da obstaja dovolj velik R > 0 in konstanta C ∈ R, da velja:⃓⃓⃓⃓
1
h(1
z
)
⃓⃓⃓⃓
≤ C
za |z| > R. Torej imamo:
|f(z)| ≤ C|zk|
za |z| > R. Odtod sledi, da je f polinom stopnje najve£ k, kar pokaºemo z uporabo
indukcije. Po Liouvillovem izreku to drºi za k = 0. Recimo, da ta sklep drºi za
k − 1. Deﬁniramo funkcijo
g(z) =
{︃
f(z)−f(0)
z
; z ̸= 0
f ′(0) ; z = 0
Ta funkcija je cela in za |z| > R velja
|g(z)| ≤ ˜︁C|z|k−1
za neko konstanto ˜︁C > 0 Po indukcijski predpostavki velja, da je g polinom stopnje
najve£ k − 1. Iz deﬁnicije funkcije g sledi, da je f polinom stopnje k. Funkcija f je
torej res polinom. 
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Oglejmo si splo²en polinom stopnje d ≥ 1:
z ↦→ adzd + ad−1zd−1 + . . .+ a0.
Kadar je absolutna vrednost to£ke z ∈ C zelo velika, v zgornjem izrazu prevlada
£len adzd. To pomeni, da je dinamika polinoma stopnje d blizu to£ke∞ podobna di-
namiki funkcije z ↦→ zd. Obravnavajmo to ²e malo podrobneje. Ker je ∞ privla£na
negibna to£ka vsakega nekonstantnega polinoma p, obstaja enostavno povezana od-
prta okolica U te to£ke, npr. U = Ĉ \ ∆(0, r) za dovolj velik r > 0, za katero
velja:
lim
n→∞
pn(z) =∞
za vsak z ∈ U . Po Riemannovem upodobitvenem izreku obstaja bijektivna kon-
formna preslikava ϕ : U → Ĉ \ ∆(0, R), R > 0, ki ﬁksira to£ko ∞. Opazimo, da
je funkcija q = ϕ ◦ p ◦ ϕ−1 holomorfna in da je ∞ njena ﬁksna to£ka. Torej je q
po trditvi 2.16 polinom. Ker je p polinom stopnje d in je ϕ bijektivna preslikava,
sledi, da je q stopnje d. e ϕ ²e komponiramo z ustrezno rotacijo in raztegom,
lahko brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da je q(z) = zd. Za slednjo velja, da
je q(∆(0, R)) = ∆(0, Rd) in da se poltrakom, ki se za£nejo v izhodi²£u argument
pomnoºi z d. Dinamika to£ke z je zato zelo natan£no opredeljena s polarnim zapi-
som to£ke (glej tudi spodnji primer 2.17. Preslikava ϕ omenjene kroºnice in poltrake
konformno preslika na okolico to£ke∞. Pravimo ji tudi Bötcherjeva koordinata poli-
noma p v neskon£nosti. Prasliki velike kroºnice S1R pravimo ekvipotencialna krivulja
polinoma p s polmerom R:
(1) ERf = ϕ
−1(∂∆(0, R)).
Oglejmo si sedaj primer dinamike enostavnega polinoma.
Primer 2.17. Naj bo p(z) = z2. Negibne to£ke najdemo z re²evanjem ena£be
p(w) = w2 = w.
Ta ima re²itvi w1 = 1 in w2 = 0. Ker je p polinom, imamo tudi privla£no negibno
to£ko w3 = ∞. Za klasiﬁkacijo preostalih dveh negibnih to£k potrebujemo odvod
p′(z) = 2z. Velja: |p′(w1)| = 2, torej je w1 odbojna negibna to£ka; |p′(w2| = 0, torej
je w2 privla£na negibna to£ka, Torej ima polinom p dve privla£ni negibni to£ki, kar
pa ²e ne pomeni, da vse to£ke iz kompleksne ravnine konvergirajo k njima.
Ker velja arg(z2) = 2 arg(z) in |z2| = |z|2, opazimo, da se na vsakem koraku
iteracije p argument to£ke podvoji, absolutna vrednost pa se kvadrira. Zato je smi-
selno polinom p posebej obravnavati na treh disjunktnih podmnoºicah kompleksne
ravnine. Za£nimo s komplementom zaprtega enotskega diska ∆, torej na mnoºici
{z ∈ C; |z| > 1}. Osredoto£imo se na absolutno vrednost spremenljivke z. Ta se
bo pri vsaki iteraciji kvadrirala, kar pomeni, da se bodo to£ke iz te mnoºice pri
iteraciji z p oddaljevale od izhodi²£a in konvergirale proti ∞. Na enotskem disku ∆
je obna²anje p podobno; iterati se zopet vrtijo okoli izhodi²£a, vendar pa se zaradi
zmanj²evanja absolutne vrednosti tokrat pribliºujejo to£ki 0.
Preostane nam ²e, da si ogledamo dogajanje na enotski kroºnici S1. Ta mnoºica
je o£itno invariantna na p, saj se absolutne vrednosti ²tevil iz te mnoºice pri kva-
driranju ne spreminjajo. Vsem orbitam je torej skupno, da zavzamejo vrednosti v
S1, vpra²anje pa je, ali pri tem zavzamejo kon£no ali nesko£no mnogo vrednosti.
Lo£imo dva podprimera; £e je argument z racionalni ve£kratnik ²tevila 2π, potem
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Slika 1. Na spodnji skici vidimo obna²anje dveh to£k pri dveh ite-
racijah preslikave p: z ∈ C \∆ ter w ∈ ∆.
gre za periodi£no to£ko polinoma p z neko periodo n ∈ N. e pa je argument z
iracionalni ve£kratnik ²tevila 2π, je orbita tega elementa gosta na enotski kroºnici.
Kompleksno ravnina lahko torej razdelimo na dve disjunktni mnoºici, na katerih
se p pri iteriranju obna²a razli£no: S1 ter C \ S1. Na mnoºici C \ S1 je obna²anje
to£k ob iteriranju s p predvidljivo. To pomeni, da se iterati bliºnjih to£k vedejo
podobno. Nasprotno pa je obna²anje to£k iz S1 pri iteriranju p nepredvidljivo, saj
sta lahko iterata dveh to£k, ki sta blizu v S1, po kon£no korakih dale£ narazen.
Tak²ni to£ki sta npr. z = 1 in w = e2πix za majhen x ∈ R \ Q. Orbita negibne
to£ke z bo konstantna, orbita to£ke w pa bo gosto popisala S1. Tovrstnemu pojavu
nepredvidljivega obna²anja re£emo kaoti£na dinamika ♦
Motivirani z ugotovitvami iz zgornjega primera vpeljimo naslednje pojme.
Deﬁnicija 2.18. Za polinom p deﬁnirajmo naslednje mnoºice:
(1) Napolnjena Juliajeva mnoºica
K(p) = {z ∈ C;∃M ∈ R ∀n ∈ N : |pn(z)| < M};
(2) Juliajeva mnoºica J(p) = ∂K(p);
(3) Fatoujeva mnoºica F (p) = Ĉ \ J(p) .
Opomba 2.19. Pojem Juliajeve in Fatoujeve mnoºice je mogo£e raz²iriti tudi na
preslikave, ki niso polinomske, toda pri tem potrebujemo koncept normalnih druºin
holomorfnih preslikav.
Primer 2.20. Poi²£imo Juliajevo mnoºico polinoma p(z) = z2− 2. Pokazali bomo,
da se to£ke iz mnoºice V = C \ [−2, 2] pri iteraciji s p obna²ajo tako kot to£ke iz
mnoºice U = {z ∈ C; |z| > 1} pri iteraciji s q(z) = z2. Natan£neje, na²li bomo
konjugacijo med q, zoºenim na U , in p, zoºenim na V .
Deﬁnirajmo h : U −→ V , h(z) = z + 1
z
. Pokaºimo, da je to iskani konformni
homeomorﬁzem. Najprej pokaºimo injektivnost. Denimo, da za z, w ∈ U velja
h(z) = h(w), torej da je z + 1
z
= w + 1
w
. Tedaj je w = z ali w = 1
z
, vendar pa je
10
le ena izmed teh re²itev vsebovana v U . Torej je h na tej mnoºici injektivna. Za
surjektivnost je treba re²iti ena£bo z+ 1
z
= w, za nek w ∈ V . S preprostim ra£unom
dobimo z1,2 = w±
√
w2−4
2
. Produkt obeh re²itev je enak 1, torej gre za recipro£ni
vrednosti. Lo£imo dva primera; £e je ena izmed re²itev v V , potem druga ni v V
in na²li smo natanko eno prasliko elementa w. e pa sta obe re²itvi na enotski
kroºnici, potem ju lahko zapi²emo v obliki z1 = eiθ za nek θ. Potem je
h(z) = eiθ + e−iθ = 2 cos θ.
To pa je realno ²tevilo na intervalu [−2, 2], kar pa pomeni, da smo pri²li v protislovje,
saj naj bi bil w ∈ V .
Nazadnje preverimo ²e konformnost. Velja h′(z) = 1 − 1
z2
in ta izraz je neni£eln
povsod na U , torej obstaja inverzna preslikava h−1, ki je prav tako zvezna. Ker
je odvod neni£eln, je preslikava tudi konformna. Sedaj preverimo, da velja enakost
h ◦ q = p ◦ h. Imamo
h(q(z)) = z2 +
1
z2
= (z +
1
z
)2 − 2 = p(z + 1
z
) = p(h(z)).
S tem smo pokazali, da sta p zoºen na V in q zoºen na U konformno konjugirana.
Ker ºe vemo, da je U komplementK(q), sledi, da je V komplementK(p), ali druga£e:
K(p) = [−2, 2]. Ker je J(p) deﬁnirana kot rob K(p), velja J(p) = ∂K(p) = K(p) =
[−2, 2].
♦
Zgornji primer je zelo pou£en, saj pokaºe mo£ uporabe konformne konjugiranosti.
al pa se izkaºe, da je pogosto teºko ali nemogo£e poiskati konformni homeomor-
ﬁzem oziroma konjugacijo med dvema preslikavama. Zato se bomo v nadaljevanju
zadovoljili s ²ibkej²o obliko konjugiranosti.
3. Kvazikonformne preslikave
V tem razdelku bomo nekoliko raz²irili in posplo²ili pojem konformnosti tako, da
bomo predstavili razred preslikav, imenovanih kvazikonformne preslikave. Gre za
izjemno uporabno orodje v kompleksni dinamiki, ki ga je v to podro£je leta 1985
vpeljal D. Sullivan. V primerjavi s holomorfnimi preslikavami njihova uporabna
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vrednost izvira iz dejstva, da so mnogo ﬂeksibilnej²e in splo²nej²e, a vseeno ohranjajo
dolo£ene pomembne geometrijske lastnosti. Razdelek je povzet po [4] in [12].
Imejmo preslikavo f z zveznim odvodom, torej f ∈ C1(C). Znano je, da lahko
vsako kompleksno preslikavo zapi²emo kot vsoto dveh funkcij dveh spremenljivk.
f(z) = u(x, y) + iv(x, y),
kjer je z = x+ iy.
S pomo£jo zgornjega zapisa deﬁniramo kompleksna odvoda
fz :=
1
2
(fx − ify),
fz̄ :=
1
2
(fx + ify),
kjer seveda velja
fx = ux + ivx,
fy = uy + ivy.
Naj bo w = f(z). V smislu diferencialnega ra£una velja tudi
dw = fzdz + fz̄dz̄,
za
dz = dx+ idy,
dz̄ = dx− idy.
Trditev 3.1. Determinanta Jakobijeve matrike preslikave f je enaka
det(Jf ) = |fz|2 − |fz̄|2.
Dokaz. Oglejmo si zgornji izraz:
|fz|2 − |fz̄|2 = 1
4
(|fx − ify|2 − |fx + ify|2) =
=
1
4
((|ux + ivx − iuy + vy|2 − |ux + ivx + iuy − vy|2) =
=
1
4
(((ux + vy)
2 + (vx − uy)2)− ((ux − vy)2 + (vx + uy)2)) =
=
1
4
(4uxvy − 4vxuy) = uxvy − vxuy.
To je ravno determinanta Jakobijeve matrike preslikave f . 
Preslikava f ohranja orientacijo natanko tedaj, ko je determinanta Jakobijeve ma-
trike f pozitivna. Torej f ohranja orientacijo natanko tedaj, ko velja
|fz̄| < |fz|.
V nadaljevanju se omejimo na preslikave, ki zado²£ajo temu pogoju.
Deﬁnicija 3.2. Kompleksna dilatacija µ = µf preslikave f je podana z izrazom
µ =
fz̄
fz
.
Zvezo med kompleksno dilatacijo in obema odvodoma preslikave f pogosto podamo
tudi v obliki Beltramijeve ena£be fz̄ = µfz, koeﬁcientu µ pa re£emo Beltramijev
koeﬁcient preslikave f . Ker smo se omejili le na preslikave, ki ohranjajo orientacijo,
velja |µ| < 1. Nadalje opazimo, da je µ = 0 natanko tedaj, ko je f konformna.
Raz²iritev tega dejstva deﬁnira pojem kvazikonformne preslikave.
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Deﬁnicija 3.3. Gladka preslikava f je k-kvazikonformna na obmo£ju U ⊆ C, £e
njena dilatacija µ tam zado²£a neena£bi |µ| ≤ k za nek 0 ≤ k < 1.
Razloºimo geometrijski pomen kvazikonformne preslikave. Znano je, da je pre-
slikava konformna natanko tedaj, ko inﬁnitezimalne kroge preslika v inﬁnitezimalne
kroge. Podobno pri kvazikonformni preslikavi velja, da inﬁnitezimalne elipse pre-
slika v inﬁnitezimalne kroge. Natan£neje, ker je f odvedljiva, ji lahko v tangentnem
prostoru vsake to£ke priredimo elipso, ki se z diferencialom preslika v krog. Tako
dobimo inﬁnitezimalno polje elips, ki se z df slikajo v krog. Kot pod katerim nosilka
ve£je polosi te elipse seka realno os je
α =
π
2
+
arg(µ)
2
,
razmerje med manj²o in ve£jo polosjo te elipse pa je
b
a
=
|fz| − |fz̄|
|fz|+ |fz̄| =
1− |µ|
1 + |µ| .
Primer 3.4. Imejmo preslikavo f(z) = z + kz̄, kjer je k ∈ R. Ta preslikava je za
primeren k kvazikonformna. Velja
fz = 1
in
fz̄ = k,
torej imamo konstantno dilatacijo
µ = k.
Iz deﬁnicije kvazikonformne preslikave sledi, da je f k-kvazikonformna natanko te-
daj, ko velja |k| < 1.
e si ogledamo elipso s temeni (1 − k, 0), (0, 1 + k), (−1 + k, 0) in (0,−1 − k)
opazimo, da se temena s preslikavo f preslikajo na kroºnico z radijem 1 − k2. e
bi si ogledali to elipso skr£eno za faktor 1
1−k2 , bi videli, da se temena te elipse z f
preslikajo v to£ke (1, 0), (0, 1), (−1, 0) ter (0,−1), ki leºijo na enotski kroºnici.
Podobno velja za g(z) = az+ bz̄, kjer sta a, b ∈ C. Njena dilatacija je konstantno
enaka
µ =
b
a
.
Preslikava g je torej kvazikonformna natanko tedaj, ko velja |b||a| < 1. Lahko jo tudi
zapi²emo v obliki
g(z) = a(z + µz̄).
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Mnoºenje z a kroge le raztegne za faktor |a| in jih rotira za kot arg(a), kar pomeni,
da µ nosi vse informacije o deformaciji preslikave g. ♦
Ker bomo v nadaljevanju komponirali konformne in kvazikonformne preslikave,
navedimo trditev, ki podaja Beltramijeve koeﬁciente za kompozitum preslikav.
Trditev 3.5. Naj bosta preslikavi ϕ in f homeomorﬁzma kompleksne ravnine nase,
kjer je ϕ konformna, f pa kvazikonformna. V poljubni to£ki z ∈ C veljajo enakosti:
(1)
|µf−1(f(z))| = |µf (z)|
(2)
µϕ◦f (z) = µf (z)
(3)
|µf◦ϕ(z)| = |µf (ϕ(z))|
Dokaz. Za£nimo s splo²nim pristopom: zanimala nas bo dilatacija µ kompozituma
dveh preslikav g ◦ f . Da bomo laºje sledili izra£unu, uvedimo oznako ζ = f(z). Ko
odvajamo kompozitum, dobimo:
(g ◦ f)z = (gζ ◦ f)fz + (gζ̄ ◦ f)f̄z
ter
(g ◦ f)z̄ = (gζ ◦ f)fz̄ + (gζ̄ ◦ f)f̄z̄.
Ena£bi lahko preoblikujemo v
gζ ◦ f = 1
J
((g ◦ f)zf̄z̄ − (g ◦ f)z̄f̄z)(2a)
gζ̄ ◦ f =
1
J
((g ◦ f)z̄fz − (g ◦ f)zfz̄),(2b)
kjer je J = |fz|2 − |fz̄|2 Jakobijevka preslikave f .
Za dokaz to£ke (1) v enakosti (2) vstavimo g = f−1 in dobimo:
(f−1)ζ ◦ f = f̄z̄
J
ter
(f−1)ζ̄ ◦ f = −
fz̄
J
,
od koder sledi
(f−1)ζ =
f̄z̄
J
◦ f−1
in
(f−1)ζ̄ =
fz̄
J
◦ f−1.
Absolutno vrednost dilatacije f−1 dobimo kot kvocient zadnjih enakosti v absolutni
vrednosti:
|µf−1| = |µf | ◦ f−1.
S tem je prva formula dokazana.
Za dokaz to£ke (2) naj bo g konformna preslikava in enakosti (2) delimo. Dobimo
µg ◦ f = (g ◦ f)z̄fz − (g ◦ f)zfz̄
(g ◦ f)zf̄z̄ − (g ◦ f)z̄f̄z
,
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kar lahko preoblikujemo v
µg ◦ f = fz
f̄z̄
(g ◦ f)z̄ − (g ◦ f)z fz̄fz
(g ◦ f)z − (g ◦ f)z̄ f̄zf̄z̄
.
Kvocient v ²tevcu je enak µf , kvocient v imenovalcu pa prav tako. e ²tevec in
imenovalec ulomka delimo s (g ◦ f)z se enakost poenostavi v
µg ◦ f = fz
f̄z̄
µg◦f − µf
1− µg◦fµf .
Vemo, da je dilatacija konformne preslikave g ni£elna. Torej velja
µg◦f − µf = 0
s £imer je formula dokazana.
Za dokaz to£ke (3) naj bo f konformna preslikava. Po enakem postopku kot prej,
upo²tevajo£ dejstvo, da je µf = 0, dobimo:
µg ◦ f =
(︂ fz
|fz|
)︂2
µg◦f .
Ko na tej enakosti uporabimo ²e absolutno vrednost, dobimo iskan izraz. 
3.1. Re²ljivost Beltramijeve ena£be. V tem razdelku bomo pokazali, da ob pri-
mernih predpostavkah za µ, obstaja re²itev Beltramijeve ena£be, ki je tudi ho-
meomorﬁzem. To dejstvo bomo kasneje uporabili v dokazu klju£nega izreka tega
diplomskega dela. Za£nimo z deﬁnicijo Lp-prostorov kompleksnih funkcij.
Opomba 3.6. V tem razdelku bomo pod integralskim znakom ves £as uporabljali
notacijo ζ = ξ + iη.
Deﬁnicija 3.7. Naj bo 1 ≤ p <∞. Prostor Lp(C) sestoji iz ekvivalen£nih razredov
merljivih funkcij f : C→ C, za katere velja∫︂∫︂
C
|f(ζ)|p dξ dη <∞.
Za dve funkciji re£emo, da sta ekvivalentni, £e sta enaki skoraj povsod.
Deﬁnicija 3.8. Lp − norma funkcije f ∈ Lp(C) je deﬁnirana z enakostjo
||f ||Lp =
(︄∫︂∫︂
C
|f(ζ)|p dξ dη
)︄ 1
p
Razlog, zakaj v zgornji deﬁniciji 3.7 funkcije enake skoraj povsod obravnavamo kot
ekvivalentne, je, da pri tak²ni deﬁniciji velja:
∥f∥Lp = 0 =⇒ f = 0.
Npr.: karakteristi£na funkcija racionalnih ²tevil v R je ekvivalentna 0 v Lp(R).
Na tem prostoru funkcij lahko uvedemo ²ibki odvod, ki je posplo²itev klasi£nega
odvoda funkcije (imenovanega tudi krepki odvod). Deﬁniramo ga lahko tudi za
funkcije, ki niso diferenciabilne, so pa integrabilne (so elementi prostora L1(C)).
Preden lahko podamo deﬁnicijo pa potrebujemo pojem testnih funkcij.
Deﬁnicija 3.9. Naj bo f : C→ C funkcija. Nosilec funkcije f je mnoºica
supp(f) = {z ∈ C; f(z) ̸= 0}
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Deﬁnicija 3.10. Testne funkcije (ozna£imo jih s C∞c (C)) so vse funkcije f : C→ C,
za katere velja:
• f ima kompakten nosilec.
• f je neskon£nokrat zvezno odvedljiva.
Deﬁnicija 3.11. Naj bo f ∈ L1(C) funkcija. Funkcija g ∈ L1(C) je ²ibki odvod
funkcije f , £e za vsako testno funkcijo ψ ∈ C∞c (C) velja∫︂∫︂
C
f(z)ψ′(z) dξ dη = −
∫︂∫︂
C
g(z)ψ(z) dξ dη
Zgornja deﬁnicija izhaja iz integracije po delih, zato se ²ibki in krepki odvod v
primeru diferenciabilnih funkcij ujemata, seveda pa za razliko od krepkega odvoda,
²ibki odvod funkcije ni enoli£no dolo£en. V nadaljevanju bomo deﬁnirali ²e dva inte-
gralska operatorja, ki ju potrebujemo za dokaz obstoja re²itve Beltramijeve ena£be.
Najprej si oglejmo posplo²eno Cauchy-Greenovo formulo za gladke kompleksne funk-
cije.
Izrek 3.12. Naj bo f : U −→ C gladka funkcija in D ⊆ U disk v domeni f . Potem
za vsak z ∈ D velja:
f(z) =
1
2πi
∫︂
∂D
f(ζ)
ζ − z dζ −
1
π
∫︂∫︂
D
fz̄(ζ)
ζ − z dξ dη.
Prvi operator, ki ga bomo deﬁnirali, predstavlja neholomorfni del Cauchy-Greenove
formule. To pomeni, da nosi vse informacije o odvodu fz̄. Imenuje se Cauchy-
Greenova transformacija.
Deﬁnicija 3.13. Naj ima ϕ ∈ L1(C) kompakten nosilec. Deﬁniramo operator
Tϕ(z) = − 1
π
∫︂∫︂
C
ϕ(ζ)
ζ − z dξ dη.
O£itno velja (Tϕ)(∞) = 0. Operator T je dobro deﬁniran za ϕ ∈ Lp(C), p > 1.
Naslednja trditev je povzeta po [12].
Trditev 3.14. Za ²ibki odvod operatorja T velja
∂
∂z̄
Tϕ = ϕ.
Za p > 2 in ϕ ∈ Lp(C) velja, da je Tϕ zvezna funkcija.
Deﬁnirajmo sedaj ²e operator S, imenovan tudi Ahlfons-Beurlingova transforma-
cija. Dobimo ga, ko odvajamo operator T po spremenljivki z. Ker integral divergira,
ga moramo deﬁnirati kot limito glavnih vrednosti.
Deﬁnicija 3.15. Naj ima ϕ ∈ L1(C) kompakten nosilec. Deﬁniramo operator
Sϕ(z) = lim
ϵ→0
− 1
π
∫︂∫︂
ϵ<|ζ−z|< 1
ϵ
ϕ(ζ)
(ζ − z)2 dξ dη.
Tudi ta operator ima nekatere lepe lastnosti, ki jih navedemo brez dokaza. Trditev
je povzeta po [12].
Trditev 3.16. Naj bo p > 2. Potem veljata naslednji trditvi:
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(1) Obstaja konstanta Cp > 0, da velja ∥Sϕ∥p < Cp∥ϕ∥p. e ve£: konstanto Cp
lahko izberemo tako, da se pribliºuje 1, ko se p pribliºuje 2.
(2) Za ϕ ∈ Lp(C) velja, da je ²ibki odvod ∂
∂z
Tϕ = Sϕ.
Lastnost (1) se imenuje Calderon-Zygmundova neenakost. Sedaj deﬁniramo mnoºico
preslikav µ, za katere bomo re²evali Beltramijevo ena£bo fz̄ = µfz, ter mnoºico
preslikav, v kateri bomo poiskali re²itev.
Deﬁnicija 3.17. Naj bo 0 < k < 1. Z L∞(k,R) ozna£imo funkcije, ki so merljive
na C in imajo nosilec vsebovan v disku ∆(0, R), njihova absolutna vrednost pa je
omejena s k.
Deﬁnicija 3.18. Za 0 < k < 1, deﬁniramo mnoºico QC1(k,R) kot mnoºico zvezno
diferenciabilnih homeomorﬁzmov f kompleksne ravnine C, za katere velja
fz̄ = µfz;
za nek µ ∈ L∞(k,R), ter
f(z) = z + o
(︃
1
z
)︃
; ko gre z →∞.
Opomba 3.19. Zgornja deﬁnicija pomeni, da je f holomorfna za |z| > R, hkrati
pa se v okolici ∞ bliºa funkciji id(z) = z. Ta pogoj pogosto opi²emo z izrazom f je
normirani homeomorﬁzem.
Izrek 3.20. Fiksirajmo 0 < k < 1, R > 0 ter µ ∈ L∞(k,R). Potem obstajata p > 2
in f ∈ QC1(k,R), ki zado²£a:
• fz̄ ∈ Lp(C) in fz − 1 ∈ Lp(C).
• f re²i Beltramijevo ena£bo fz̄ = µfz;
Tovrstna re²itev Beltramijeve ena£be je enoli£no dolo£ena s p in µ.
Skica dokaza. Deﬁnirajmo funkcijo f
f(z) = z + T (µg + µ),
kjer je g re²itev ena£be
(3) g = S(µg) + S(µ) ∈ Lp(C).
Trdimo, da tako deﬁnirana funkcija f re²i Beltramijevo ena£bo in zado²£a vsem to£-
kam izreka. Res, po trditvi 3.14 je f zvezna in tudi normirana, saj ima µ kompakten
nosilec. Z uporabo iste trditve izra£unamo
fz̄ = µg + µ = µ(1 + g)
in
fz = 1 + S(µg + µ)) = 1 + S(µg) + S(µ) = 1 + g.
Torej f res zado²£a Beltramijevi ena£bi. Velja tudi fz̄ ∈ Lp(C) in g = fz−1 ∈ Lp(C).
Torej je za re²itev Beltramijeve ena£be dovolj poiskati re²itev ena£be 3. e na-
mesto S(µg) pi²emo Uµ(g), lahko to ena£bo preoblikujemo v
(I − Uµ)g = S(µ).
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e je operator I − Uµ obrnljiv, je mogo£e z Beltramijevim koeﬁcientom µ izraziti
funkcijo g. Trdimo, da obstaja tak²en p > 2, da to velja. Po Calderon-Zygmundovi
neenakosti (prva to£ka trditve 3.16) imamo
∥Uµ∥p < kCp.
Ker je k ﬁksen, Cp pa lahko nastavimo poljubno blizu 1, sledi, da obstaja p = p(k),
za katerega velja ∥Uµ∥p < kCp < 1. Za tak²en p je operator I − Uµ obrnljiv, z
inverzom
(I − Uµ)−1 =
∞∑︂
n=0
Unµ .
Torej g lahko izrazimo kot
g = (I − Uµ)−1S(µ).
Pokaºimo ²e enoli£nost. Naj bo F ²e ena re²itev Beltramijeve ena£be, za katero
velja Fz̄ ∈ Lp(C) ter Fz − 1 ∈ Lp(C). Kot prej dobimo G = (I − Uµ)−1S(µ), torej
sta G in g ista funkcija. Prav tako se ujemata tudi Fz in fz ter Fz̄ in fz̄. Torej se F
in f razlikujeta le za konstanto:
F = f + c.
Zaradi normiranja sledi, da je c = 0. Torej je f edina re²itev, ki zado²£a vsem
zahtevam iz izreka.
3.2. Kvazikonformne preslikave med kolobarji. Tudi to podpoglavje je pri-
prava na dokaz klju£nega izreka tega diplomskega dela. Ogledali si bomo nekaj raz-
²iritev Riemannovega upodobitvenega izreka, ki govorijo o konformni ekvivalentnosti
kolobarjev in dvojno povezanih obmo£ij. Prav tako bomo navedli nekaj posledic Ca-
ratheodoryjevega izreka, ki govorijo o raz²iritvah konformnih preslikav deﬁniranih v
notranjosti obmo£ja oziroma o raz²iritvah C1-difeomorﬁzmov deﬁniranih na robu
obmo£ja. To podpoglavje je povzeto po [3] in [2].
Riemannov upodobitveni izrek je dobro znan rezultat kompleksne analize. Pove
nam, da je vsako enostavno povezano obmo£je konformno ekvivalentno enotskemu
disku. Preslikava, ki podaja ekvivalenco, je natanko dolo£ena s tremi realnimi para-
metri, npr. z vrednostjo preslikave v neki to£ki in argumentom odvoda v neki to£ki.
Kadar lahko ta biholomorﬁzem raz²irimo na rob obmo£ja, je enoli£no podan tudi s
tremi robnimi to£kami.
Za razliko od diskov, ki so vedno konformno ekvivalentni, ne glede na radij, pa
dva kolobarja nista vedno konformno ekvivalentna. Potreben in zadosten pogoj za
konformno ekvivalentnost kolobarjev Ar1,R1 ter Ar2,R2 je
R1
r1
=
R2
r2
.
To nam pove Izrek 2.7.1. v referenci [2]. V naslednjem izreku pa bomo pokazali ²e
ve£; pokazali bomo, da je vsako dvojno povezano obmo£je konformno ekvivalentno
nekemu kolobarju Ar, kjer je r > 0 enoli£no dolo£en.
Izrek 3.21. Naj bosta γ1 in γ2 analiti£ni krivulji homeomorfni kroºnici. Predposta-
vimo, da je γ2 vsebovana v notranjosti omejene komponente komplementa γ1. Naj
bo Aγ obmo£je omejeno s krivuljama γ1 in γ2. Potem obstaja bijektivna konformna
preslikava f : Aγ → Ar, kjer je r enoli£no dolo£en.
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Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je γ1 = S1. Nadalje lahko
predpostavimo, da je izhodi²£e 0 vsebovano v omejeni komponenti komplementa
Aγ. Na obmo£ju Aγ sedaj uporabimo logaritemsko preslikavo. Ker 0 ni vsebovana
v tem obmo£ju, je logaritemska preslikava holomorfna, toda ve£li£na. Natan£neje,
z ↦→ log z preslika Aγ v navpi£en pas S, katerega desna meja je imaginarna os, leva
meja pa je 2πi-periodi£na krivulja. Vemo, da obstaja konformna preslikava, ki S
preslika v S ′ = {z ∈ C; −1 < ℜz < 0} in pri tem ﬁksira to£ko 0. Ozna£imo z w0
sliko to£ke 2πi pri tej preslikavi in trak S ′ ²e raztegnimo za faktor 2π|w0| . e preslikavi
komponiramo, dobimo konformno preslikavo φ : S → S ′′ = {z ∈ C; −r < ℜz < 0},
r = 2π|w0| , ki zopet ﬁksira to£ko 0.
Trdimo, da φ in φ−1 zado²£ata enakosti
(4) φ(z + 2kπi) = φ(z) + 2kπi.
Res, preslikava z ↦→ z + 2πi je konformni avtomorﬁzem S in S ′′, torej φ(z + 2πi)
ter φ(z) + 2πi konformno preslikata S v S ′′ in ﬁksirata to£ko 0. Premislimo kako
ta pasova izgledata na Riemannovi sferi: gre za unijo dveh krivo£rtnih trikotnikov,
katerih osnovnici sta del realne osi, vrh obeh pa je to£ka ∞. V notranjosti prvega
so le to£ke s pozitivnim imaginarnim delom, v notranjosti drugega pa le to£ke z ne-
gativnim imaginarnim delom. Povzamemo lahko torej, da se trikotnika pribliºujeta
to£ki∞ iz pozitivne in negativne smeri. Preslikavi φ(z+2kπi) ter φ(z)+2kπ to pri-
bliºevanje iz obeh smeri ohranjata, tako da lahko to£ko∞ v tem primeru razumemo
kot dve razli£ni ﬁksni to£ki teh avtomorﬁzmov. Ker pa so preslikave iz Riemanno-
vega upodobitvenega izreka natanko dolo£ene z vrednostmi v treh razli£nih robnih
to£kah, sledi, da sta preslikavi enaki. Dokaz za preslikavo φ−1 je enak.
Sedaj deﬁniramo
f : Aγ → Ar,
f(z) = eφ(log z).
Gre za holomorfno preslikavo. Ker sta preslikavi z ↦→ log z ter z ↦→ ez ve£li£ni, je
treba bijektivnost dokazati posebej. Injektivnost pokaºemo na slede£ na£in: z ↦→
log z preslika poljuben z v 2πi-periodi£no zaporedje. Po zgornji ena£bi 4 φ preslika
2πi-periodi£na zaporedja v 2πi-periodi£na zporedja, preslikava z ↦→ ez pa preslika
2πi-periodi£na zaporedja v eno to£ko. Podoben argument za preslikavo f−1 nam
poda surjektivnost f .
Nazadnje je potrebno utemeljiti ²e enoli£nost parametra r; naj bo obmo£je Aγ
konformno ekvivalentno ²e enemu kolobarju AR. Potem sta tudi kolobarja Ar in AR
konformno ekvivalentna. To pa je mogo£e le, £e je R = r. 
Naslednji izrek nam pove, da lahko v primeru dovolj lepega roba obmo£ja pre-
slikavo iz Riemannovega upodobitvenega izreka raz²irimo £ez rob diska. Tovrstne
trditve se obi£ajno imenujejo Caratheodoryjev izrek in so posledica Schwartzovega
na£ela zrcaljenja. Dokaz naslednje trditve najdemo v [3].
Trditev 3.22. Naj bo U ⊂ C odprta mnoºica, homeomorfna disku, in naj bo f : ∆→
U konformna preslikava. Potem lahko f konformno raz²irimo na nek disk ∆(0, r),
kjer je r > 1, natanko tedaj, ko je rob U analiti£na krivulja.
Sledi lema, ki jo bomo uporabili pri dokazu naslednje trditve. Pove nam, da lahko
difeomorﬁzma deﬁnirana na robu kolobarja raz²irimo do kvazikonformne preslikave
deﬁnirane na celotnem kolobarju.
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Lema 3.23. Imejmo 0 < r1, r2 < 1. Naj bosta f1 : S1 → S1 in f2 : S1r1 → S1r2 C1-
difeomorﬁzma. Potem obstaja kvazikonformna preslikava f : Ar1 → Ar2 za katero
velja f |S1 = f1 in f |S1r1 = f2.
Dokaz. Postopek je podoben kot pri dokazu zgornjega izreka 3.21. Za£nimo tako,
da na kolobarjih Ar1 ter Ar2 uporabimo preslikavo z ↦→ log z, ki ju po vrsti preslika
v navpi£na pasova Sr1 = {z ∈ C; − log r1 ≤ ℜ(z) ≤ 0} ter Sr2 = {z ∈ C; − log r2 ≤
ℜ(z) ≤ 0}. Deﬁniramo robni preslikavi F1(z) = log(f1(ez)) in F2(z) = log(f2(ez)),
za kateri zaradi ve£li£nosti logaritemske in eksponentne funkcije velja
Fj(z + 2kπi) = Fj(z) + 2kπi; j = 1, 2.
O£itno je F1(z) deﬁnirana za z = iy; y ∈ R, F2(z) pa za z = − log r1 + iy; y ∈ R,
torej sta ˜︁F1(y) = F1(iy) ter ˜︁F2(y) = F2(− log r1 + iy) funkciji realne spremenljivke
y. Ti robni preslikavi ºelimo raz²iriti do kvazikonformne preslikave F med celotnima
pasovoma Sr1 in Sr2 . To naredimo kar z linearno interpolacijo. Torej bomo deﬁnirali
preslikavo F na tak²en na£in, da bo daljico {z ∈ Sr1 ; ℑ(z) = y} preslikala v daljico,
ki povezuje to£ki ˜︁F1(y) ter ˜︁F2(y). Konkretno, deﬁniramo
F (x+ iy) =
(︂
1 +
x
log r1
)︂ ˜︁F1(y)− x
log r1
(︁ ˜︁F2(y) + log r2)︁+ i log r2
log r1
x.
Preverimo, da je determinanta Jakobijeve matrike F pozitivna:
det(JF )(x+ iy) =
log r2
log r1
(︂(︂
1 +
x
log r1
)︂ ˜︁F ′1(y)− xlog r1 ˜︁F ′2(y)
)︂
> 0,
saj sta ˜︁F1 in ˜︁F2 strogo nara²£ajo£a zvezno odvedljiva homeomorﬁzma. Oglejmo si
²e kam se preslikajo zgoraj omenjene daljice: preverimo lahko, da se kraji²£i daljice
v Sr1 slikata v kraji²£i pripadajo£e daljice v Sr2 . Ker je F zvezna, preslika povezano
mnoºico (daljico) v povezano mnoºico (daljico), torej je bijektivna preslikava.
Iz vsega povedanega sledi, da je F zvezno diferenciabilen homeomorﬁzem. Sedaj
deﬁniramo preslikavo f : Ar1 → Ar2 s predpisom f(z) = eF (log z). Z enakim argumen-
tom kot v omenjenem dokazu izreka pokaºemo, da je f bijektivna zvezno odvedljiva
preslikava, ki se na robu Ar1 ujema z f1 oziroma f2. Ker je deﬁnirana na kompaktni
mnoºici sledi, da sta fz ter fz̄ omejeni, torej je f kvazikonformna preslikava. 
Zgornjo lemo bomo sedaj posplo²ili na vsa dvojno povezana obmo£ja, ter jo zapi-
sali v obliki trditve. Predpostavili bomo tudi da sta robni preslikavi kar analiti£ni,
saj bo v naslednjem poglavju ta predpostavka vedno izpolnjena.
Trditev 3.24. Naj bodo γ1, γ2, β1, β2 analiti£ne krivulje homeomorfne kroºnici.
Predpostavimo, da je γ2 vsebovana v notranjosti omejene komponente komplementa
γ1, in da je β2 vsebovana v notranjosti omejene komponente komplementa β1. Naj
bo Aγ obmo£je omejeno s krivuljama γ1 in γ2 in Aβ obmo£je omejeno s krivuljama
β1 in β2, ter f1 : γ1 → β1 in f2 : γ2 → β2 analiti£ni preslikavi. Potem obstaja
kvazikonformna preslikava F : Aγ → Aβ, ki je na robu Aγ enaka f1 oziroma f2.
Dokaz. Posledica Riemannovega izreka 3.21 nam pove, da obstajata konformni pre-
slikavi ϕ1 : Ar1 → Aγ ter ϕ2 : Ar2 → Aβ, kjer sta r1, r2 enoli£no dolo£ena z Aγ in
Aβ. Po posledici Caratheodoryevega izreka 3.22 lahko ϕ1 in ϕ2 konformno raz²irimo
na rob Aγ in Aβ; z drugimi besedami: obstajajo C1-dieomorﬁzmi ˜︁ϕ1 : S1 → γ1,ˆ︁ϕ1 : S1r1 → γ2, ˜︁ϕ2 : S1 → β1 ter ˆ︁ϕ2 : S1r2 → β2, ki so raz²iritve ϕ1 oziroma ϕ2 na
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rob kolobarjev Aγ oziroma Aβ. Po lemi 3.23 sledi, da obstaja kvazikonformna pre-
slikava g : Ar1 → Ar2 , ki je raz²iritev robnih preslikav g1 = (˜︁ϕ)−12 ◦ f1 ◦ ˜︁ϕ1 ter
g1 = (ˆ︁ϕ)−12 ◦ f1 ◦ ˆ︁ϕ1. Sledi da je preslikava f = ϕ1 ◦ g ◦ (ϕ1)−1 : Aγ → Aβ kvazikon-
formna raz²iritev robnih preslikav f1 in f2. 
4. Polinomom podobne preslikave
V tem poglavju bomo demonstrirali mo£ kvazikonformnih preslikav v obliki za-
nimivega izreka, ki dokazuje, da so tudi nekatere skr£itve nepolinomskih preslikav
kvazikonformno konjugirane polinomom. Tak²ne preslikave bomo imenovali poli-
nomom podobne preslikave. Izrek pojasni, zakaj se pri ²tudiju Juliajevih mnoºic
preslikav, ki niso polinomske, pojavljajo kopije Juliajevih mnoºic polinomov. Teh-
nika, ki jo bomo uporabili pri dokazu omenjenega izreka, se imenuje kvazikonformna
kirurgija.
Deﬁnicija 4.1. Preslikava f : U ′ −→ U je d-listni krov, £e za vsako to£ko u iz U
velja:
|f−1(u)| = d.
To je, f je surjektivna in ima v vsaki to£ki kodomene natanko d praslik.
Opomba 4.2. Na kratko bomo rekli da je preslikava f d-listna. Preslikava f je
1-listna natanko tedaj, ko je bijektivna.
Deﬁnicija 4.3. Naj bosta odprti mnoºici U,U ′ ∈ C enostavno povezani obmo£ji
omejeni z analiti£nima krivuljama in naj velja U ′ ⊂ U . Polinomu podobna preslikava
stopnje d je trojica (f, U ′, U), kjer je f : U ′ → U holomorfna in d-listna preslikava.
Opomba 4.4. Zahtevo, da sta U ′ in U omejeni z analiti£nima krivuljama, lahko brez
²kode za splo²nost izpustimo. Res; vedno obstaja mnoºica V omejena z analiti£no
krivuljo, za katero velja V ⊂ U in U ′ ⊂ V . e deﬁniramo ²e mnoºico V ′ kot prasliko
V , trojica (f, V ′, V ) tvori polinomu podobno preslikavo stopnje d.
Primer 4.5. Da bo deﬁnicija smiselna, mora veljati, da so vsi polinomi tudi polino-
mom podobne preslikave stopnje d. To seveda drºi. Za U ′ lahko vzamemo ∆(0, R)
za dovolj velik R, za U pa vzamemo kar sliko U ′, torej U = p(U ′). e je bila izbrana
mnoºica U ′ res dovolj velika, bo veljalo U ′ ⊂ U . Izpolnjen bo tudi pogoj, da je p
zoºen na U ′ d-listna preslikava, saj ima za vsak w ∈ U ena£ba p(z) = w natanko
d razli£nih re²itev v U ′. Trojica (p, U ′, U) je torej polinomu podobna preslikava
stopnje d. ♦
Primer 4.6. Naj bo f(z) = π cos(z). Oglejmo si ni£le odvoda te preslikave:
f ′(z) = π sin(z) = 0⇔ z = kπ; k ∈ Z.
Osredoto£imo se na ni£lo z = −π, ki je hkrati tudi negibna to£ka preslikave f :
f(−π) = π cos(−π) = −π.
Ker je f ′′(−π) ̸= 0, se f na okolici te to£ke obna²a kot 2-listna preslikava z razvojem
f(z) = −π + π
2
(z + π)2 + o(|z + π|3).
Izkaºe se, da to velja tudi na mnoºici
U ′ = {z ∈ C; |ℑ(z)| < 1.7, |π + ℜ(z)| < 2},
(glej vir [8]). Deﬁnirajmo ²e U = f(U ′). Velja Ū ′ ⊂ U in (f |U ′ , U ′, U) je polinomu
podobna preslikava stopnje 2. ♦
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Primer 4.7. Naj bo p(z) = z3−3z−3. Podobno kot v prej²njem primeru si oglejmo
ni£le odvoda tega polinoma:
p′(z) = 3z2 − 3 = 0⇔ z = ±1.
Ozna£imo ni£li odvoda z1 = 1 ter z2 = −1. Velja
p(z1) = f(1) = −5, p2(z1) = −113, . . .
ter
p(z2) = p(−1) = −1.
Vidimo, da je z2 ﬁksna to£ka, to£ka z1 pa pobegne proti ∞. V okolici obeh je p
2-listna preslikava.
Deﬁnirajmo krivuljo Γ kot tisto ekvipotencialno krivuljo polinoma p na kateri leºi
to£ka p(z1) in deﬁnirajmo mnoºico U kot obmo£je omejeno z Γ. Vsaka to£ka na
krivulji Γ ima natanko 3 praslike, z izjemo to£ke p(z1), ki ima le 2 prasliki. Torej
je praslika γ = p−1(Γ) krivulja, ki je homeomorfna osmici (sklenjeni krivulji z enim
samoprese£i²£em). Samoprese£na to£ka γ je natanko to£ka z1. Krivulja γ omejuje
dve obmo£ji. V enem izmed teh obmo£ij, ki ga ozna£imo z U ′, leºi tudi to£ka z2.
Sedaj velja, da se U ′ s preslikavo p preslika na U na 2-listen na£in, drugo obmo£je pa
se na 1-listen na£in preslika na U (glej [8]). Preslikava (p|U ′ , U ′, U) je torej polinomu
podobna preslikava stopnje 2.
Slika 2. Skica primera. Pu²£ica predstavlja kako polinom p preslika
U ′ na U .
♦
Zanimivo pri zadnjem primeru je, da je lahko polinom stopnje 3 na primerno
izbranih mnoºicah polinomu podobna preslikava stopnje 2. Poudarek je na tem, da
izberemo primerni mnoºici U ′ in U . Za izbor mnoºic U ′ in U kot v primeru 4.7 bi
dobili polinomu podobno preslikavo stopnje 3.
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Izrek 4.8. Izrek o izravnavi: Naj bo (f, U ′, U) polinomu podobna preslikava sto-
pnje d, holomorfna na U ′. Potem obstaja polinom p stopnje d in kvazikonformna
preslikava ϕ, da velja:
f = ϕ ◦ p ◦ ϕ−1
na U ′, hkrati pa velja:
ϕ(z) = z + o(1); ko gre z →∞
Dokaz. Konstruirati moramo Beltramijev koeﬁcient µ s kompaktnim nosilcem za ϕ.
Potem nam izrek 3.20 iz prej²njega poglavja zagotavlja obstoj re²itve Beltramijeve
ena£be fz̄ = µfz.
Izberemo poljuben ρ > 1. Naj bo Φ konformna preslikava iz obmo£ja Ĉ \ Ū v
obmo£je Ĉ \∆(0, ρd), za katero velja Φ(∞) = ∞. Obstoj tak²ne preslikave sledi iz
Riemannovega upodobitvenega izreka. Res; uporabimo preslikavo h1(z) = 1z−c za
nek c /∈ Ĉ \ U . Ta preslikava konformno preslika Ĉ \ Ū v neko enostavno povezano
odprto obmo£je. Vemo, da obstaja konformna preslikava, recimo h2, ki to obmo£je
preslika v disk ∆(0, ρ−d). Uporabimo ²e preslikavo h3(z) = 1z , ki ta disk konformno
preslika v Ĉ \ ∆(0, ρd). Torej je Φ = h3 ◦ h2 ◦ h1 konformna preslikava, ki preslika
Ĉ \ Ū v Ĉ \∆(0, ρd). To je iskana konformna preslikava.
Posledica Caratheodoryjevega izreka 3.22 nam pove, da lahko Φ analiti£no raz²i-
rimo do preslikave Φ: C \ U → S1
ρd
. Konkretno: raz²irimo zgornjo preslikavo h2 in
s tem tudi Φ. Ozna£imo Φ1 = Φ|∂U .
Sedaj si ºelimo raz²iriti Φ na Ĉ \ U ′ tako, da bo Φ bijektivno slikala U \ U ′ v Aρ,ρd ;
pri tem ºelimo tudi, da za z ∈ ∂U ′ velja:
Φ(z)d = Φ(f(z)).
To naredimo tako, da najprej konstruiramo preslikavo Φ2 : ∂U ′ → S1ρ , ki zado²£a
zgornji enakosti, torej:
Φ2(z)
d = Φ1(f(z)).
Ker je f d-listna, je tudi Φ1 ◦ f : ∂U ′ → S1ρd d-listna. Preslikava Φ1 ◦ f je tudi
analiti£na, saj je f holomorfna po predpostavki, Φ1 pa je analiti£na. Zapi²imo to
preslikavo ²e druga£e:
Φ1(f(z)) = ρ
dediγ(z),
kjer je γ : ∂U ′ → [0, 2π] analiti£na preslikava. e sedaj deﬁniramo
Φ2(z) = ρe
iγ(z),
vidimo, da Φ2 izpolnjuje zgornji pogoj in je analiti£na.
Sedaj deﬁnirajmo A0 = U \ U ′. Preslikavi roba Φ1 in Φ2 sta analiti£ni. Po
trditvi 3.24 ju lahko raz²irimo do preslikave Φ: Ā0 → Āρ,ρd , ki je kvazikonformna
na notranjosti obmo£ja A0. Torej imamo preslikavo Φ: Ĉ \ U ′ → Ĉ \∆(0, ρ), ki je
kvazikonformna na A0. Naj bo g : Ĉ→ Ĉ,
g(z) =
{︃
f(z) ; z ∈ U ′
Φ−1 ◦ Φ(z)d ; z ∈ Ĉ \ U ′
Ta preslikava je holomorfna na U ′, saj je f po predpostavki holomorfna. Velja pa
tudi, da je d-listna preslikava. Res, f je d-listna, Φ pa je homeomorﬁzem, torej je
tudi z ↦→ Φ−1 ◦ Φ(z)d d-listna.
Sledi klju£ni korak v dokazu. Deﬁniramo polje inﬁnitezimalnih elips, z drugimi
besedami, deﬁniramo Beltramijev koeﬁcient µ. Za to polje elips dolo£imo, da so
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elipse na obmo£ju C \U inﬁnitezimalni krogi, ali druga£e, µ = 0 na obmo£ju C \U .
Za to polje elips ºelimo, da je invariantno na g na mnoºici
∞⋃︂
n=1
g−n(C \ U).
Opazimo, da so mnoºice g(U) \ U , U \ U ′, g−1(U \ U ′), . . . paroma disjunktne in
da se vsaka mnoºica v tem zaporedju z g d-listno preslika na predhodno mnoºico.
Za£nemo torej s to£ko v obmo£ju g(U)\U in vsaki izmed d praslik te to£ke, ki leºijo
v U \ U ′, predpi²emo tisto inﬁnitezimalno elipso, ki jo g preslika v inﬁnitezimalni
krog. e to naredimo za vse to£ke iz obmo£ja g(U) \ U , smo s tem µ raz²irili na
C \ U ′. Nadaljujemo tako, da vzamemo to£ko v obmo£ju U \ U ′ in zopet vsaki
izmed praslik te to£ke predpi²emo tisto inﬁnitezimalno elipso, ki jo g preslika v
inﬁnitezimalno elipso deﬁnirano v prvotni to£ki. To lahko nadaljujemo, dokler µ ni
deﬁnirana na mnoºici
⋃︁∞
n=1 g
−n(C \ U). Sedaj se spomnimo trditve 3.5. Ker je g
holomorfna oziroma konformna preslikava znotraj U ′ in na C\U , se tam pri iteraciji
ekscentri£nosti inﬁnitezimalnih elips ne spremenijo. Edino obmo£je kjer g spremeni
ekscentri£nost teh elips je U \U ′ (kjer je g kvazikonformna), torej so ekscentri£nosti
povsod omejene. To je, velja: |µ| ≤ k < 1. Na preostalem obmo£ju kompleksne
ravnine (znotraj U ′) deﬁniramo µ = 0.
Naj bo ϕ kvazikonformna preslikava, ki re²i Beltramijevo ena£bo za µ. Po izreku
3.20 vemo da tak²na preslikava obstaja, saj ima µ kompakten nosilec. Deﬁnirajmo
p = ϕ ◦ g ◦ ϕ−1.
Preslikava p slika inﬁnitezimalne kroge v inﬁnitezimalne kroge, ﬁksira to£ko ∞ in
je d-listna. Po trditvi 2.16 je p polinom, ker pa je d-listna preslikava, sledi, da je
polinom stopnje d. e preoblikujemo zgornjo ena£bo za p, dobimo
g = ϕ−1 ◦ p ◦ ϕ = f na U ′,
kar smo ºeleli dokazati. 
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Slika 3. rtkani mnoºici na skici sta g−1(U ′) ter g−1(g−1(U ′)). Vse
pu²£ice predstavljajo preslikavo g.
V drugem poglavju smo omenili, da je deﬁnicija napolnjene Juliajeve mnoºice 2.18
smiselna le za polinome, ter da obravnava nepolinomskih preslikav za vpeljavo ka-
rakteristi£nih mnoºic zahteva dodatna orodja. Vendar pa izrek o izravnavi pove, da
lahko deﬁnicijo teh mnoºic enostavno raz²irimo tudi na obmo£je, kjer je kompleksna
preslikava polinomu podobna.
Deﬁnicija 4.9. Naj bo (f, U ′, U) polinomu podobna preslikava. Njena napolnjena
Juliajeva mnoºica je deﬁnirana kot
K(f, U ′, U) = {z ∈ U ′; ∀n ∈ N : fn(z) ∈ U ′}.
e se torej zadovoljimo z interpretacijo, da pri poljubni funkciji f to£ke s kaoti£nim
obna²anjem leºijo v njeni Juliajevi mnoºici, smo z izrekom o izravnavi potrdili,
da je tak cel rob ∂K(f, U ′, U). Vseeno pa se moramo zavedati, da to ni nujno
celotna (napolnjena) Juliajeva mnoºica funkcije f , saj smo dinamiko te funkcije
obravnavali le na obmo£ju U ′. Vseeno pa lahko trdimo, da je na tem obmo£ju
(napolnjena) Juliajeva mnoºica f homeomorfna delu (napolnjene) Juliajeve mnoºice
nekega polinoma. Natan£neje, naj bodo (f, U ′, U), ϕ in p tak²ne preslikave kot v
izreku o izravnavi 4.8. Potem velja K(f, U ′, U) ⊆ ϕ−1(K(p)), pri £imer enakost v
splo²nem ni izpolnjena.
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